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Combinatorial
Game Theory
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Nadrealna cisla
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N—Z<— Q=R

Teoreticky von Neumanntv model mnoziny N se opira o nasledovnika
S(n) = nU {n}. Existenci N zaru€uje axiém nekoneéna.
Napriklad éislo 3 = S(5(5(0))) je:

0 =0,

1=0U {0} = 0U {0} = {0},

2=1U{1} = {0} U {{0}} = {0, {0}},

3=2U{2} = {0,{0}} U {{0,{0}}} = {0, {0}, {0, {0}}},

atd. Nebo-li 0 = {}, 1 = {0}, 2= {0,1} a 3 = {0, 1,2} atd. Zatimco von
Neumann (1923) vytvari vétsi a vétsi Cisla, Dedekind (1858) se vénuje
zapliovanim prazdnych mist mezi racionalnimi €isly. Zatimco von
Neumanntv model pouziva vzdy jednu mnozinu, Dedekind pouziva dvé.
Mazeme si predstavit, Ze i u von Neumanna jsou dvé mnoziny, druha je
ovsem vzdy prazdna.
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Definice

Dedekindiiv fez (L, R) se sklada ze dvou mnozin L, R C Q, které jsou
neprazdné a takové, ze LU R = Q. Navic kazdy prvek z L je mensi nez
viechny prvky z R a mnozina L neobsahuje nejvétsi prvek.

Dedekindovy fezy definuji viechna realna cisla.

Priklad
V pfipadé, ze mnozina R ma minimum, definuje Dedekindiiv fez racionalni
¢islo min R napf.

1={xe@Q x<1},{xeQ; x>1}).

V pfipadé, ze mnozina R nema minimalni prvek, pak Dedekindtiv fez
definuje iracionalni Cislo inf R, napr.

V2= ({xeQ x<0V(x>0Ax*<2)},{xeQ x>0Ax*>2})

. w

Definice

Dedekindtiv fez (L, R) se sklada ze dvou mnozin L, R C Q, které jsou
neprazdné a takové, ze LU R = Q. Navic kazdy prvek z L je mensi nez
vsechny prvky z R a mnozina L neobsahuje nejvétsi prvek.

Nyni zménime definici tak, Zze nebudeme pozadovat vytvoreni racionalnich
¢isel. Vysledny definovany objekt budeme nazyvat nadrealné &islo.

> Mnozina L a mnozina R nemusi byt mnozinami racionalnich Cisel. Misto
toho vezmeme mnoziny dfive vytvorenych nadrealnych cisel.

> Kdyz L a R nejsou podmnozinami @, nema smysl trvat na podmince
LUR = Q, tuto podminku vynechame.

> Nyni mnoziny L a R jsou dfive vytvofené mnozinami (nadrealnych) &isel.
Budeme mit snazsi cestu, pokud nebudeme trvat na podmince, ze mnoziny
L a R jsou neprazdné a nekonecné. Proto také odstranime tyto dvé
podminky.

> Konecné zménime zapis z (L, R) na {L | R}, abychom odlisili nadrealné
cislo.
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Mimo vytvoreni nosice nadrealnych Cisel jesté budeme chtit zachovat
vlastnosti racionalnich &isel, napf. scitani, od¢itani, nasobeni a déleni apod.
V pirozenych &islech plati X' < x & x' +y < x+yi
y' <y <4 x+y < x+y apodobné v ostatnich pipadech. Deliniae
V celych éislech plati X' < x & —x < —x ax < X' & —x > —x'. - —— _ —
A - Hra je uspofadana dvojice mnozin her.
V celych gislech plati:
x>XANy>y =x=—X)Ny—-y)>0=>xy>xy+xy/—x'y a Vezaaiw T B < toh l
podobné v ostatnich pfipadech. sechny hry jsou vytvoreny pomoci tohoto pravidla.
V racionalnich cislech plati: 0 < ,% = s pro y > 0. Mimo to plati
0<y <yrs<l=s(y-y)i-s)>0=1-L—y+ys>0=
e
H(yyif”s > % a podobné v ostatnich pfipadech. Podobné Ize motivovat i
definici odmocniny.
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Prvni hry Conwayova indukce
Predpoklad, ze hra neobsahuje nekoneény do sebe vnoreny retézec
jednodussich her, umozhuje vyslovit tvar dikazu indukci, ktera se nazyva
infinite descent. Necht P(X) je n&jaké tvrzeni, které chceme dokazat, tj. je
pravdivé pro kazdé X. Potom staci dokazat: Plati-li P(Y') pro vsechny
moznosti Y v X, potom P(X) plati.
Protoze pokud vlastnost P(X) neplati pro néjakou hru Xo, potom véta také
neplati pro n&jaké X; (moznost v Xp), moznost X, v X, ..., coZ vede na
nekoneénou mnozinu do sebe vnofenych her, coz neni mozné, tedy
vlastnost P(X) plati pro viechny hry X.
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Usporadani

Definice

Jsou-li X a Y hry, fikame, ze levy preferuje X nad Y (nebo pravy preferuje
Y nad X) a pise se X > Y, pokud neplati Y- > X nebo Y > XR, kde Y*
reprezentuje libovolnou levou moznost v Y a X reprezentuje libovolnou
pravou moznost v X.

X<Y&sY>X hra X je nejméné tak dobra pro pravé
X=Y&X<YANY <X X je ekvivalentni s Y
XY < neplati X > Yani Y > X hry X aY jsou fuzzy.

Nadrealna cisla
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Uloha
@ Dokazte nasledujici vztahy:
80>0
81>0
9 0>-1
02>1>1/2>0.
Napiiklad 1 > —1, podle definice —1t %2 0 A —1 % 1R. Protoze —1¢
ani 1R neexistuji, je tvrzeni pravdivé.
@ Dokazte, ze nasledujici tvrzeni nejsou pravdiva:
& 0>1
Q0>1/2
9 0>
Q *2>0.
Napiklad neplati —1 > 1, protoze existuje 1- =0, 0 > 1 a existuje
—1R =0 tak,ze 1 > 0.
© Ovérte platnost rovnosti:
8 2={0,11}
@ 2={1|}={-1,1[}={0,—-1,1}.
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Véta
Relace < je tranzitivni. J
(Infinite descent). Predpokladejme X > Y a Y > Z. To znamena, ze
neplati

Yl xvy=xRvzt>yvz>vyR

Nasim cilem je dokazat X > Z, coz znamena, ze neplati
Zb > xvz > xR

Nejdfive dokazeme prvni tvrzeni.
To, ze mame dokazat tvrzeni o Z- nam napovi, ze mame pouzit indukci.
To znamena, ze budeme predpokladat, ze podobné tvrzeni plati pro
vsechny dfive vytvorené (jednodussi) hry. Proto predpokladejme, Ze véta
plati pro véechny moznosti hry Z, specialné pro ZL. Nyni pouzijeme navic
ditkaz sporem. Sporem predpokladejme, ze plati ZL > X pro né&jakou
moznost ZL. To ale znamena, ze diky X > Y, plati i ZL > Y, coz je v
rozporu s nasim predpokladem. Tedy ZL > X neplati.
Analogicky se dokaze druha ¢ast diikazu, ze ani Z > X neplati. O
Vaclav Vopravil (Praha)
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Ulohy
© Pro libovolnou hru X dokazte:
@ nerovnost X > X neni platna
@ nerovnost XL > X neni platna
Q@ X>X.
Poznamka: Vsechny tfi tvrzeni dokazujte soucasné pomoci infinite
descent.
Priklad: Dokazeme neplatnost X > XR. Budeme predpokladat, ze
tvrzeni plati pro vsechny jednodussi hry, moznosti v X. Neplatnost
X > XR znamena, ze existuje XRL > X nebo existuje XF tak, ze
XR > XR. Posledni tvrzeni diky indukci predpokladame.
© Dokazte X = X.

© Dokazte, ze = je ekvivalence.
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Véta (Klasifikaéni véta)
Necht X je libovolna hra, potom:
Q@ X >0, X je kladna, coz znamena, Ze je X > 0 a rovnost nenastane,
tj. existuje vyhravajici strategie pro levého hrace.
Q X <0, X je zdporna, coz znamena, ze je X < 0 a rovnost nenastane,
tj. existuje vyhravajici strategie pro pravého hrace.
© X =0, X je nulova, coz znamena, Ze existuje vyhravajici strategie pro
1l. hrace.
Q X 110, X je fuzzy, coz znamend, Ze existuje vyhravajici strategie pro
I. hrace.

Diisledek

Kazda hra X ma bud vyhravajici strategii pro 1. hrace, nebo druhého, nebo
vyhravajici strategii pro levého, popfipadé pravého hrace.
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Ulohy
© Dokoncete diikaz klasifikacni véty.
© Véta o dominujicich prvcich: Necht X = {A,B,C,... | D,E,...} a
predpokladejme, ze A< Ba D > E. Potom X ={B,C,... | E,...}.
Dokazte!
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Sé&itani

Definice
Necht X, Y jsou hry. Potom soucet X + Y je

X+YE{XL+Y,X+YL XR4v. X+ YR}.
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Dukazy hranim her

Ulohy

@ Dokazte:
O 0+0=0
9 1+0=1
© *x+0=x
Ql+1=2

© Nasledujici tvrzeni dokazujte hranim prislusnych her:
9 2+(-1)=0
® 2+ (-1 +(-1)=0
9 x+x*x=0

9 1/2+1/24(-1)=0.
Priklad: Dokazeme 1+ (—1) = 0. Protoze 1 ={0|} a —1 = {| 0}, ve
hre {0 |} + {| 0} maze prvni hra¢ zahrat v jedné komponenté a druhy
hra¢ dotahne. Proto ve hie 1+ (—1) existuje vyhravajici strategie pro
1. hrace.

© Dokazte X + 0= X pro libovolnou hru X.
“Vadlav Vopravil (Praha)
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Véta

Pro vsechny hry X, Y, Z plati

QO X+Y=Y+X

QX+ (Y+2)=(X+Y)+Z

Véta

Pro vsechny hry X, Y plati: X Z20ANY >0= X+ Y > 0.
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Definice
Pro libovolnou hru X, opacna hra —X ke hfe X je tato hra:

X= {7XR ‘ 7XL}.

Véta

Pro libovolné hry X, Y plati:
QO -(X+Y)=(-X)+(=V)
Q —(—X)=X
QXY -Y>-X.

Véta
Pro libovolnou hru X, Y plati: X > Y & X —-Y > 0.

P A B |

Véta
Pro libovolnou hru X plati X + (—X) = 0.
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Ulohy

@ Dokazte predchazejici véty! Casto mizete nalézt vice dikazii:
zahranim si pfislusnych her, infinite descent, nebo pouzitim
predchazejicich dokazanych vét.

Q Dokazte X =Y AW=Z=X+W=Y+Z

© Dokazte, ze nestranné hry jsou samy k sobé opacné. Udélejte z toho
zavér, ze v nestrannych hrach existuje vyhravajici strategie pro |. hrace
nebo existuje vyhravajici strategie pro Il. hrace.

Q Definujte x1 = {0 | 0}, x2 = {0, 1 | 0,1},
x3 = {0,%1,%2 | 0,1, %2}, ..., obecné

w«n=4{0,%1,...,%(n—1) | 0,x1,...,%(n—1)}.

Dokazte, ze souc¢tem dvou her tohoto tvaru je opét hra tohoto tvaru.
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Nadrealna cisla

Definice
Nadrealné €islo x je hra x, pro kterou
@ viechny moznosti x jsou Cisla
@ neplati xt > xR.
Slovy: Zadna leva moznost hry x neni vétsi ani rovna zadné pravé
moznosti hry x.

Vsechna ¢isla jsou vytvorena timto zptisobem.
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Dne nula se narodi nadrealné &islo 0 = {|}. Obé &asti definice jsou splnény
trivialné. Jinymi priklady ¢isel narozenych v nékolika nasledujicich dnech,
jsou: 1={01},2={0,11},3={0,1,2|},...
—1={|0},~2=1{0,-1},-3={|0,~1,-2},...

{0,1,2,...,(n—1) |}
-n = {]0,-1,-2,...,—(n—-1)}.

n

Tato cisla vznikaji ntého dne. Je celkem jednoduché si rozmyslet, ze tato
nadrealn4 Cisla a jejich scitani je ,to samé" jako obvyklé séitani s celymi
Cisly.

1/2={0|1}, 1/4={0]1/2}, 3/4={1/2|1},...
Viclav Vopravil (Praha)
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0 0. den

—1 / \ 1 1. den
7N 2 2.den
3 3. den

-w —e € © w den w
—w-1 -w+l ‘ 2e w=1 w1 den w+1

2w den2w

Wl €

Vaclav Vopravil (Praha) Nadrealna &isla 14.-18.9. 2020 28 / 46

Véta
@ Necht x je nadreélné cislo, potom i —x je nadrealné Cislo.
© Necht x,y jsou nadrealna Cisla, potom i x + y je nadrealné cislo.
© Necht x,y jsou nadrealna Cisla, potom bud x >y nebo x < y.

Ulohy
@ Ovéfte, 6 2+1=3,2+2=4,2+3 =5, atd.
@ Dokazte trichotomii nadrealnych &isel.
© Pro libovolné nadrealné &islo x plati xt < x < x®. Dokazte!

© Naleznéte viechna &isla narozena dne 0, 1, 2 a 3. Naleznéte pravidlo,
ktera cisla vznikaji? Pravidlo dokazte!
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Definice
Necht x, y jsou &isla. Potom

xy = {XLy+XyL7XLyL7 XRy+XyR7XRyR‘
}xLerxnyxLyR7 ny+xnynyL}.

Uloha
Podle definice vypoctéte 0-1,1-1,1-2,2-2,2-1/2 a podobné.
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Véta

Necht x,y a z jsou nadrealna cisla.

O x-0=0
Q x-1=x
Q xy = yx

Q (—x)y =x(-y)=—(xv)
Q (x+y)z=xz+yz
O (xy)z = x(yz).

Véta

Necht x, y jsou nadredlna ¢isla, potom x - y je nadreélné &islo. Je-li navic
x>0ay >0, potomxy > 0.
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Véta (Véta o nejstarsim prvku)
Necht x = {x | xR} je ¢islo. Necht z je ¢islo mezi x*
moznost Cisla z tuto vlastnost nema. Potom x = z.

a xR, ale zadna

Priklad

Napriklad {—1 | 2} = 0, protoze 0 je nejjednodussi mezi —1 a 2. Par
priklada:

Napriklad {—1,0 | 1} musi byt Cislo mezi 0 a 1. Nejstarsim prvkem je 1/2.
Proto {—1,0 |1} =1/2.

1/2+1/2={1/2 |1+ 1/2}. Nejstarsi &islo mezi 1/2 a 1+ 1/2 je jedna,
proto 1/2 +1/2 = 1.
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Ulohy
@ Dokazte vétu o zjednodusovani. Napovéda: Nejdfive dokazte x > z.
Q@ Ukazte, ze v seznamu jsou vSechna nova Cisla, ktera vznikla 3. dne.

© Uvazte, ze jsme nova Cisla oznacili dobre, tj. napfiklad:

3 241
2(3/2) 3
3/4+3/4 = 3/2
1/4+1/4 1/2,...

Q Kazdy koneény den vznikne pouze jedno &islo mezi dvéma starsimi

Po viech kone¢nych dnech prichazi nasledujici den. Nazyva se w. Tohoto
dne vznika mnoho dalsich &isel. Napriklad ¢islo

a = { viechna starsi ¢isla y; 3y < 1| vsechna starsi Cisla y; 3y > 1}.

Nékteré prvky a = {1/4,5/16,21/64,...|1/2,3/8,...}. Podle véty o
zjednodusovani to znamena, ze a+a+a=1atedy a=1/3.
Podobnym zpiisobem ziskame i dalsi realna &isla, ktera se doposud
nenarodila, racionalni a iracionalni, véetné m, v/2, ¢ a tieba e. Viechna

vzniknou v den omega. Nejvétsi Cislo narozené v den w je samo w.
w = {0,1,2,3,...}

které je samo Vétsi, nez vSechna predchazejici Cisla (dfive vytvorena). Také

vznikne €islo

{10,-1,-2,-3,...},

—w =

Cisly.
© Dokazte, ze v konecny den vznikaji pouze dyadicka Cisla. a nejmensi kladné Cislo dne w je Cislo:
Yw = {0]1,1/2,1/4,1/8,...}.
Tato Cisla jsou nekoneéné velka a mala v ramci nadrealnych &isel.
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Tvorba cisel nekonéi ve dne w, ale pokracuje dale, napf. nasledujiciho dne _— 0 — 0-den
. . -1 1 1. den
vznikne i: 77/ ~ N - s
S—N—g 7N S RN :
w+l = {0,1,2,3,...,w]} A A= : : , 3.den
{071$2$3»*' . ‘ w}ﬁ —w —e € ,l e w den w
. . »w;f/l z\w'\l 4 \zg *‘71/ w1 den w+1
a podobné i v nasledujicich dnech. .. 2
% 2  den2w
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Ulohy
© Dokazte a+a+a=1.
@ Dokazte, ze v/2 vznikne ve dne w.
© Dokazte:
{0,1,2,3,...,w|} = w+l Lemma
{0,1,23,... [w} = w-1 Kazdé kladné nadrealné Cislo x ma tvar, ve kterém nula lezi vlevo a viechny
© Dokaste: dalsi levé prvky jsou kladné.
{0,1,2,3,..., w,w+1[} = w+2.
© Dokazte:
{0,1,2,3,...,|w,w—1} = w-—2.
Obecné {0,1,2,3,...,|w,w—1l,w—2,...,.w—(n—1)} =w —n.
Q Ktery den vznikne éislo z = {0,1,2,3,...,|w,w —1l,w—2,...,}?
Ukazte, Zze z = w/2.
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Definice
Necht x je kladné nadrealné Cislo. Necht x je ve tvaru predchazejiciho
lemmatu. Potom inverznim (pfevracenym) prvkem k prvku x je
R _ L L_ R R _ R L_ WL .
:{071+(xRx)y}1+(xLx)y 1+(xRx)y }1+(xLx)y Ulohy
5% X 5% X -
— o’ @ Dokazte predchazejici lemma.
Napﬁklad: Necht x =3 ={0,2[}. A V{poéteme y=1/3. VZhL?dem k © Spoctéte jesté nékolik dalsich prvki Cisla 1/3.
definici dostaneme y = {0,... | ...}, y" poutzije pro vypocet y*, tedy © Pouzitim definice 1/x, spoéitejte nékolik prvnich omezeni &isel pro:
y= {0,... ) ﬂ, } ={0,...]1/2,...}. Nyni mame dokonce yR, 8 2={0,1]}
které pouzijeme pro vypocet y*, ted 8 5=1{0,1,2,3,4}
p 1] pro vyp 1)/, y o 1/2={0]1}.
1+ (2-3)3
= {0% 1/2,...} ={0,1/4,...]1/2,...}.
Budeme-li takto pokracovat, ziskame konecné
y =1{0,1/4,5/16,21/64,... | 1/2,3/8,11/32,...}.
Tento proces nikdy neskonéi, protoze y bude mit nekonecné Eisel vlevo i
vpravo, ziskavame lepsi a lepsi aproximaci &isla 1/3.
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Véta
Necht x je kladné nadrealné cislo. Predpokladejme, Ze y je prevraceny
prvek k prvku x. Potom

Q xyl < xyR

Q y je cislo

Q@ () <1< ()

Q xy=1.
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x4 yLyR
x = Vxt,
v { Ty R

- x4+ byl x4 yRyR

’ yL+yL' ’ yR+yR'
Ulohy

@ Vypoctéte nékolik prvnich levych a pravych casti v/2, /3.

© Dokazte, ze \/x definuje nadrealné &islo.
© Dokazte, ze v/x je druhd odmocnina x.
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Uloha

@ Sestrojte nadrealna ¢isla 3/8 a 5/8 a dokazte, ze 3/8 +5/8 = 1.
Definujte vSechna ostatni €isla, ktera pouzijete.

@ Sestrojte 2/5 a 3/5 jako nadrealna cisla a ovérte, ze 2/5 +3/5 = 1.
Mazete predpokladat, Ze jsou jiz vytvorena viechna dyadicka cisla.
(Dyadicka &isla jsou racionalni &isla tvaru m/2K, kde m € Z a k € N.)

© Definujme realné &islo x jako takové &islo, pro které —n < x < n pro
néjaké prirozené &islo n a je-li
x={x—-1,x—-1/2,x—1/4,... | x+1,x+1/2,x+1/4,...}.
Ukazte, Ze kazdé realné Cislo ma jednoznacné urceny tvar {L | R}, kde
L, R jsou mnoziny dyadickych cisel takovych, ze

©® L, R jsou neprazdné.
© L nema nejvétsi prvek a R nema nejmensi prvek.
© Vsechna dyadicka &isla (mimo jedno) jsou obsazenav L a R.

©Q Zopakujme, ze w = {0,1,2,... |} je nadrealné Eislo. Sestrojte vw — 1
a (w+1)"1. Mazete predpokladat, ze vsechna realna ¢isla jsou jiz
vytvorena. Pravdépodobné budete muset vytvorit i dalsi €isla.
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Navrhy definic ¢isel

n1={n}

cn-1={ -n}

n+3={nln+1}
w=1{0,1,2,3,... |}

- (0L A ) =2
{w|}=w+1

{0,1,2,3,... |w}=w-—1
{w,w+lw+2,w+3,... |} =2w
{w,2w,3w, 4w, ... |} = w?
{0,1,2)3,... |w,w— 1w —2,w—3,..
{0,1,2.3,... |w,%,%.%,...} = Vw
{0,1,2,3,... ‘w,w2,w3,w4,...}:5“’

{0,1,2,3,... | w, Yw, Jw, Yw,...} = logw.

3=%

66POEH6OCOO0O0OO0OOO
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Navrhy definic &isel s e

O Ll=¢

Q {0]et=5

Q@ {0]5}=3

0 {0]555. . }=2

© {c|L}l. }=2

Q {2]1,4,}...}=3

Q {e,23,... |14} .} =e
Q etc
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hs@wopravil.cz

http://www.wopravil.cz/hs

Je jesté nekone¢né mnoho tvrzeni, ktera jsou tfeba ovérit, ale mame jen
konecné mnoho ¢asu. .. (D. Knuth)
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