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Takto navrhuje konstruovat von Neumann (1923) prirozena €isla:

> 0={} =0,

> 1=0u{0} = {0} = {0},

> 2=1U{1} ={0,1} = {0, {0}},

> 3=2U{2} = {07 112} = {@,{(D},{@,{(I)}}},
>
>n=(n-1)U{n-1}={0,1,...,n—1} =

0,40}, {0, {0}, ... }},

> n+1=nU{n}, tj. kazdé z nich je mnozinou vsech mensich (drive
vytvorenych).

Lze také jako Zermelo n+ 1 = {n}.

ltw#w+1
2-wHFw-2
l+w=24w
lw=2w

1+1) w#lw+l-w

(1883 G. Cantor, 1906 Gerhard Hessenberg)

Seznamime se s matematickou teorii, ktera
@ se zabyva nékterymi hrami dvou hraci,
@ ukaze, Ze tyto hry Ize ,scitat”,
© zavede napf. ,kladné" hry,

@ specialni hry nazve cisla,

@ koneéné odhali, ze tyto hry/cisla obsahuji vsechna realna &isla, ale
mnoho dal3ich nekonecné velkych a nekonecné malych cisel.

Zahrajeme si hry Dominové dlazdéni a Padajici domino.

a jdeme dal

> w={0,{0},{0,{0}}, {0, {0}, {0}, {0}, {0.{0}}}....} =
{0,1,2,3,...},

> w+1=wU{w},

>w+2=...

>w-2={0,1,2,3,...,w,w+ Lw+2,...},

> w-3=
{0,1,2,3,...,w,w+Lw+2,...,w-2,w-2+Lw-2+2,...}

b wow=w?=
{0,1,2,3,...,w,w+Lw+2,...,w-2,w-2+Lw-2+2,...,...},

> w¥=1{0,1,23,...,w,w+lw+2,...,w-2w-24+ 1w -2+
2wt W+ LW 2,0

> Den 0: 0 = {l},

>Denl: —1={[0}<0<{0[}=1,

> 2. den:
2={l -1} ={ -0} ={| L1} = {| -1,0,1}
<-l1={0}={0,1}

<-z={-t]0}={-1]01}
<0={[}={-1[}={l1} ={-1]1}
<3={0|1}={-1,0]1}

<1=1{0]}={-1,0]}
<2={1}={0.1}={-11} = {-1,01]}
A tak dale.



Je zachovano linearni usporadani a kazdé ¢islo ma sviij ,,den narozeni”. Ve
dnech s koneénym poctem ziskame dyadicka racionalni &isla.

> Den w: vsechna realna &isla a rizna cisla dalsi . . .:

> w=1{0,1,2,...|},~w={|...,—2,—-1,0} — nekonecné velké
> 1/w={0| .4.,%,%,%,1} — a nekoneéné malé

Ukazuje se, ze tato oznaceni maji smysl, kdyz se poda¥i definovat binarni
operace + a — , relace =, < atd.

1eN.
a€N. D .a+1eN.
a,beN. D:a=b. = .a+1=b+1.

aeN. D .a+1-=1.
keK . l€ek . zeN.z€k :D, .z+1€k =D .NDk.

,1/ \1 1.den
T~ T, 2en
7N AN NG 37\

- 3 T T i i 3 . 3den

: . |
. . i . N denw
=N N, 5_./ ™~ et
% i % don 2w

Primitive Propositions

1. 1¢N

2. +&eNAN

3. abeN.a+ =b+:D.a=b
4, 1-eN+

5. seK.les.s +0s:0.NDs.



Intermezzo |.

Vnoreni

Pg herni hodnoty
No nadrealna cisla
Noli] nadkomplexni ¢isla

On ordinalni ¢isla

G kratké herni hodnoty

R realna cisla

C komplexni ¢isla

Q@ racionalni ¢isla

D dyadicka racionalni &isla
N prirozena ¢isla
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Intermezzo II.
Dedekindovy fezy

Nyni zménime definici fezu tak, ze nebudeme pozadovat vytvoreni
racionalnich &isel. Vysledny definovany objekt budeme nazyvat nadrealné
cislo.

> Mnozina L a mnozina R nemusi byt mnozinami racionélnich cisel. Misto
toho vezmeme mnoziny dfive vytvorenych nadrealnych Cisel.

> Kdyz L a R nejsou podmnozinami @, neméa smysl trvat na podmince
LUR = Q, tuto podminku vynechame.

> Nyni mnoziny L a R jsou dfive vytvorené mnozinami (nadrealnych) cisel.
Snazsi cestu budeme mit, pokud nebudeme trvat na podmince, ze mnoziny
L a R jsou neprazdné a nekoneéné. Proto také odstranime tyto dvé
podminky.

> Misto relace < je zvykem pracovat s negativni verzi % .

> Koneéné zménime zapis z (L, R) na {L | R}, abychom odlisili nadrealné
cislo.

prvky mnoziny L a mnoziny R.
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Intermezzo Il
Motivace

John H. Conway mél skvélou intuici a vybral nékolik malo axiéma, které
popisovaly celou teorii:

@ Tah z pozice do nové (jednodussi) pozice, posledni hraé po koneéné
mnoha tazich vyhraje.

@ V souctu her hra¢é maze zahrat v libovolné komponenté.

© Opacna hra je hra, kdy si hraci vyméni role.

@ Pozice A je nejméné tak dobra jako pozice B pro Levého hrace, pokud
Levy hra¢ mtize B vyménit za A v kazdém souctu.
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Intermezzo |I.
Dedekindovy fezy

Zatimco John von Neumann (1923) vytvafi vétsi a vétsi €isla, Richard
Dedekind (1858) se vénuje zapliovanim prazdnych mist mezi racionalnimi
Cisly. Zatimco von Neumanntiv model pouziva vzdy jednu mnozinu,
Dedekind pouziva dvé. Maizeme si predstavit, Ze i u von Neumanna jsou
dvé mnoziny, druha je ovsem vzdy prazdna. Dedekind ukazal, jak vyplnit
mezery mezi racionalnimi &isly; Cantor ukazal, jak rozsifit (ordinalni a
kardinalni) €isla nad ramec existujicich koneénych ¢isel. John Conway obé
na tolik rtizné myslenky spojil.

Pfipomenme si definici Dedekindova fezu z dfive vytvorenych racionalnich
¢isel, kterou pouziva jedna z moznych cest vytvoreni realnych cisel R

z racionalnich &isel Q.

Definice

Dedekindiiv fez (L, R) se sklada ze dvou mnozin L, R C Q, které jsou
(disjunktni) neprazdné a takové, ze LU R = Q. Navic kazdy prvek z L je
mensi nez vsechny prvky z R. Mnozina L neobsahuje nejvétsi prvek.
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Intermezzo IlI.

Motivace operaci

Zajimavym problémem mize byt motivace zavedeni s¢itani, opacného
prvku, nasobeni a prevraceného prvku. Uvazte, ze plati:
@ V realnych cislech plati X’ < x & X' +y <x+yi
y' <y < x+y < x+y apodobné v ostatnich pfipadech.
@ V realnych &islech plati X’ < x & —x < —x ax < X' & —x > —x'.
© V realnych &islech plati:
x>XANy>y =x=—X)Ny—-y)>0=xy>xy+xy/—x'y' a
podobné v ostatnich pfipadech.
Q V realnych cislech plati: 0 < % pro y > 0. Mimo to plati (opét pro
redlna ¢isla) 0 < y' <y As' < % = (y —y')(% -s)>0=
1-— yy/ —ys'+y's>0= W > % a podobné v ostatnich
pFipadech.
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Hry

Drive zavedeny zapis pro nova &isla pochazi z jazyka svéta
kombinatorickych her.
G ={G'GF}

je pozice ve hfe je mnozina moznych pozic po tahu Levého a mnozinu
moznych pozic po tahu hrace pRavého. Jesté je treba urcit, ktery hraé
zacina.
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@ Obecné pozadi: kombinatorické hry
© Definice
@ Conwayova indukce
© Klasifikace her
O Scitani her
© GRUPA her
@ Zvlastni druh her: nadrealna cisla
© Nadrealna éisla: definice
@ Nasobeni cisel
© POLE ¢isel

Necht P je viastnost, kterou maji mit hry. Predpokladejme, ze {G* | GR}
mé vlastnost P, pokud viechny prvky z Gt a z GR maji tuto vlastnost.
Potom vsechny hry maji vlastnost P.

Ukazme, ze pozice hry tvofi mnozinu.
VG = {GL ‘ GR} P(G) : Pozice hry G tvofi mnozinu.

P(G) plati vzdy, kdyz plati P(G') a P(GR). Conwayovou indukei pak
P(G) plati pro libovolnou hru G.

Ctyfi tridy vysledka:
@ Druhy hra¢ vyhrava, bez ohledu na to, kdo to je: G =0
@ Vyhrava prvni hrag, bez ohledu na to, kdo to je: G 11 0
© Vyhrava levy, bez ohledu na to, kdo zacina: G > 0
@ Vyhrava prava strana, bez ohledu na to, kdo za&ina: G < 0.

© Necht L a R jsou dvé mnoziny her. Pak usporadana dvojice {L | R} je
kombinatoricka hra. Vsechny hry vznikaji timto zptisobem.

@ (Podminka klesajici hry) Neexistuje nekone¢na posloupnost
kombinatorickych her (G;)ien := ({Li | Ri})ien takova, ze
VieN, G,'+1 eLiUR;.

@ Moznosti: LU R
o Pozice: G a viechny pozice libovolné moznosti G

Priklady:
e 0:={|} e —1:={|0}
e 1:={0|} e «:={0|0}

Pro libovolné n € N necht P je vlastnost, kterou miize mit libovolna n-tice
her mit. Predpokladejme, ze P(G, ..., Gj, ..., G,) plati vzdy, kdyz pro
vsechna i € 1,...,n a pro viechny G/ € L; UR; (kde

G ={Li| Ri}),P(Gy,...,G,...,Gp,) plati. Pak P(Gz,...,G,) plati pro
kazdou n-tici her.

Necht G je hra. Pak:
@ G >0, pokud neexistuje prava varianta GR < 0 hry G.
@ G <0, pokud neexistuje leva varianta Gt >0z G.




Tabulky vysledki:

L~ L LWR‘
R~ L ~s L ~s 2
R~ R ~ 1 ~ R

L~~L|L~R
R~L|G>0| G=0 |
R~R| Gu0| GO

| VaclvVopravil (Praha)  &slaahy  9.dubna2024  25/76
Prkad
1+1={0}+ {0} ={0+1,1+0]}
Nyni:
o+1={}+{of={o+o}={{}+{Br={F}={0}=1
a podobnym zpiisobem ziskame:
1+0=1

Takze:
1+1={1,1|}={1]}=2

Necht G a H jsou dvé hry. Pak: G = H tehdy a jen tehdy, kdyz G — H = 0.

Relace = je relace ekvivalence. I

Tridy ekvivalence stejnych her

Ekvivalentni hry jsou ve stejné tridé vysledkd.

Necht G a H jsou dvé hry. Pak mnozina levych moznosti G + H je:

(U(G"" + H)) u (U (G+ H"i’))

i€l irel’

a mnozina pravych moznosti G + H je:

(U(G’W+H)> U (U (G+HRf')> .

JjeJ

e

Necht G je hra. Pak:

~6={(-6%)es | (-6")er |

Priklad:
“1={ -0 ={ =M}y ={{i} ={l 0}

Necht G a H jsou dvé hry. Pak definujeme:

G—H= G+ (—H).

@ Je slucitelna s relaci ekvivalence rovnosti: jestlize G = G' a H=H’,
pakG+H=G"+H aG=-G".

@ Je asociativni: (G + H) + K = G + (H + K).

@ Je komutativni: G+ H=H + G.

@ Mz 0= {|} jako nulovy prvek G + 0= G.
© Inverzni tfida ekvivalence G je —G, pro vsechny hry G.




Tridy ekvivalence tvorené stejnymi hrami tvori aditivni Abelovu tridu
GRUPA, ve které je nulovy prvek reprezentovan libovolnou hrou G = 0.

Priklady

Q@ 0= {|} jedcislo.
@ 1={0]} je cislo.
@ —1={| 0} jecislo. @ ale x = {0 | 0} je hra, ale neni
Q@ w=1{0,1,2,3,... |} je cislo. cislo.

9 1:={0]1} jecislo.

xt < x < xR,
yh<y <yR
xy zbstalo Eislem, pak musime zavést:

Necht x a y jsou dvé &isla. Pak: { Protoze chceme, aby

()t < xy < (xy)R.

Pro libovolnou hru G a pro libovolnou levou variantu G* a libovolnou
pravou variantu GR hry G:

Gt < G <« GR

Necht x je hra. Pak x je nadrealné Cislo, jestlize viechny levé a pravé
moznosti hry jsou nadrealna Cisla, a jestlize pro véechny levé moznosti x- a
viechny pravé moznosti x® x, pak plati

xt < x < xR.
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Chceme-li nasobit:
@ Soucin dvou &isel zistal Eislem.

@ Soucin musi byt distributivni pro s¢itani.
© Choval se podle ocekavani pfi usporadani.

Tedy:

o { E;:;igig =>Kx-—xHy-yhH>0=
‘Xy>xLy+xyL—xLyL‘.

-} { E;:;g;ig = Kx=xR)y-yR)>0=

‘xy > xRy 4+ xyR — xRyR ‘




Nasobeni &isel

° { E;:;;))i% =>x-xhy-yf<o=

‘xy < xLy+xyR - xLyR |

(2] { E;:;f))ig =>x=-xMy-yH)<0=>

‘xy<ny+xnynyL|.
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Pole ¢isel

Véta
Tridy ekvivalence tvorené stejnymi Eisly tvofi aplné usporadané pole, v

némz je nulovy prvek pro séitani reprezentovén libovolnym é&islem x =0 a
neutralni prvek pro nasobeni je reprezentovan cislem y = 1.
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Navrhy definic cisel s €

0l=-

@ {0fe}=3

© {0]5}=3

© {0f5 55 }=¢

0 {1,141 . =2

Q {2c|1,5,%.. .} =3¢

Q {c,2,3,... |11, L. 1=
Q etc.
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Nasobeni ¢isel

Véta

@ Hra 1= {0 |} je neutralni prvek pro nasobeni.

@ Hra 0= {|} je agresivni prvek pro nasobeni.

© Tridy ekvivalence tvorené stejnymi Cisly tvori abelovskou
(POD)GRUPU her.

@ Nasobeni a déleni jsou slucitelné s ekvivalenci relaci rovnosti.

© Nasobeni je komutativni.

@ Nasobeni je asociativni a distributivni pro séitani, kdyZ je povazovén
za operaci na tridach ekvivalence cisel.

@ Pro kazdé ¢éislo x # 0 existuje Cislo y takové, Ze xy = yx = 1.

Viclav Vopravil (Praha) Cisla a hry 9.dubna 2024 38/76

Navrhy definic ¢isel

@ nii={n]}
Q@ —n—-1={|-n}

@n+i={n|n+1}

Q@ w=1{0,1,2,3,... |}

@:c={o|1il1 . 1=1

QO {wl}=w+1

@ {0,1,2,3,... |w}=w-—1

Q {ww+lw+2w+3,...[}=2w

9 {w,2w,3w,4w,... |} =w?

® {0,1,2,3,... |[w,w-lLw-2w-3,..}=%

® {0,123 |w%%Y%. . }=V

@ {0,1,2,3,... |w,w? i wt )=

® {0,1,2,3,... | w, Yw, Yw, Yw,...} = logw.

@ ...
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- rakousky matematik H. Hahn (1907) studoval zobecnéni formalnich
mocninnych fad a némecky matematik F. Hausdorff studoval nékteré
usporadané struktury. Oba spekulovali o 'nadrealnych’ islech
- N. Alling (1962) navazal na Hahnovu praci, sestrojil tfidu izomorfni s
nadrealnymi &isly. J. Conway na svou hravou teorii nadrealnych cisel prisel
na konci roku 1969 pfi sledovani koncovek hry go. Conwayova konstrukce
byla pouzita v romanu D. Knutha (1974) Nadrealna &isla. Kniha je napsana
ve formé dialogu a pouzila termin nadrealna &isla pro to, co Conway
nazyval pouze &isla. Pozdé&ji Conway toto oznaceni akceptoval. Mimo
Knutha a Conwaye se intenzivné zabyval teorii S. Norton, M. Kruskal a H.
Gonshor. Od vyzkumi M. Kruskala nadreélna ¢isla méla vsechny zakladni
vlastnosti a operace realnych &isel, zahrnovala realna &isla, mnoho typi
nekonecen a nekonecné malych velicin. Kruskal studoval zaklady teorie,
definovani nadrealnych funkci a analyzu jejich struktur. Soucasné odkryl i
spojitost s asymptotikou a exponencialni asymptotikou. Hlavni otazkou do
konce 70. let byl vyzkum problému, zda vsechny nadrealné funkce maji
uréity integral. Na tuto otazku odpovédéli kladné v roce 2015 Costin,
Friedmann a Ehrlich. Jejich prace ukazuje, ze pro dostatecné Sirokou tfidu
nadrealnych funkci existuji urcité integraly.
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Vsechny hry, které zde zkoumame, jsou kombinatorické hry.
Kombinatorické hry (stru¢né hry) maji nasledujici vlastnosti:

@ Hru hraji dva hradi, tradiéné oznacovani jako levy a pravy hraé. Hraci
se v tazich stfidaji.

@ Pravidla hry stanovuji mozné tahy obou hraca.

© Oba hraci maji veskeré a stejné informace o hre.

@ Hra nema zadny prvek nihody.

@ Hrag, ktery dosahl koncové pozice, vyhral. (Normalni varianta hry.)

Q V kazdé hre je dovoleno pouze koneény pocet moznych pozic. Hra
musi skonéit po koneéné mnoha tazich vitézstvim jednoho z hraca a
prohrou druhého z hraci.
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Partyzanské hry umoznuji obéma hracdm riizné mnoziny taha. Napriklad
hra Dominové dlazdéni je prikladem takové hry.! Hru hraji dva hraci

s kostkami domina. Hra&i hraji s kostkami domina na Etvercové siti, typicky
8 x 8. Hraci na tahu stfidavé pokladaji kostky domina na hraci plochu, tak,
ze kostka domina obsadi dvé vedle sebe ¢tvercova pole. Kostky se nesméji
kfizit, ani obsazovat policka vicekrat. Levy hrac poklada kostky svisle
(vertikalng) a pravy hrac vodorovné (horizontalné). Hra konéi v okamziku,
kdy hraé nemtize umistit svou kostku. Tento hraé prohral a jeho soupef
vyhral.

Typicka postaveni ve hie po nékolika tazich mohou byt:

[
(L] _I_
. nebo = , nebo @, a pod.
+ i_—t_I

Ip—< T

LGéran Andersson, Domineering [WW, p. 115]; Dominoes [ONAG, p. 74]; nebo
Cross-Cram [Gar74]
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Je vidét, ze nejjednodussi hrou bude hra, ve které zadny z hraci nemtize
tahnout. Tato hra ma obé mnoziny Gt a G prazdné. Tuto hru budeme
zapisovat 0 = {|} a nazyvat nulou.

Dale budeme mit tfi hry {0 [}, {| 0} a {0 | 0}.
Témto tfem hram po fadé pfiradime symboly 1, —1 a *. Pozdé&ji uvidime

motivace, pro oznacovani her. Piseme 0,1, —1 atp. pro &isla a pro néjaké
neciselné hry, typu .
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Mnoho znamych spolecenskych her nejsou kombinatorickymi hrami, protoze
nespliuji jednu nebo vice podminek. Napfiklad karetni hra Cerny Petr je
zalozena na pravdépodobnosti, hrac zna své karty, ale ne protivnikovy karty.

Hry, jako jsou Sachy nebo dama, nemaji sice prvek nahody, ale mohou
dopadnout s vysledkem pat, nebo dokonce nemohou dosahnout koncové
pozice.

| kdyz nékteré hry nejsou kombinatorické, presto je Casto mozné nastroje
teorie kombinatorickych her po modifikaci pouzit pro jejich analyzu.

Hra Nim se hraje s nékolika hromadkami kamenti. Hru hraji dva hraci a

v tazich se stfidaji. V kazdém tahu si hrac vybere jednu hromadku, a z ni
odebere libovolny nenulovy pocet kament. Hrac ktery jiz nemiize zahrat
(na hromadkach jiz nejsou kameny), prohral. Je jednoduché se presvédcit,
Ze tato hra je kombinatorickou. Hra Nim se nazyva nestrannou, protoze
v kazdé pozici maji oba hraci na vybér stejnou mnozinu tahd.
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Hry mohou byt definovany rekurzivné pomoci moznosti taht z jednotlivych
pozic do novych pozic, které hraci z dané pozice mohou udélat. Necht G je
hra v néjaké pozici bez znalosti, ktery z hraca je pravé na tahu. Hra

G= {GL | GR}, kde GL je mnozina vsech moznych novych pozic, které
jsou dosazitelné jednim tahem levého hrace. Podobné G je mnozina vsech
moznych her, které jsou dosazitelné jednim tahem z dané pozice pro
pravého hrace. Timto zptisobem jsme definovali rekurzivng, v zavislosti na
moznych tazich obou hracd, hru. Podotknéme, ze studujeme pouze tzv.
kratké hry, kdy mnoziny Gt a GR jsou konecné (mohou byt i prazdné).
Abychom se vyhnuli nepfehlednym zapisiim, dohodnéme se, Zze misto
mnozin budeme psat pouze vycet prvkii. Symboly Gt a GR pouzijeme
radéji pro tahy, nez pro mnoziny.
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Ve shodé s Conwayem definujeme porovnavani her: Pro dvé hry G, H :

G > H< 7adna H: neni > G a H neni > zadné GR.

Piseme G % H, pokud neplati G > H.

G<H&HZ=G.

G=H&G>HAG<H.

G>He G>HANHZG.

G<H&eH>G.

GIlH& G # HAH # G. Hry nazyvame fuzzy.
GAH&eG<HVGIH

Podobné G I> H< H <l G.

Upozornéme Ctenare, ze negace # a < nemohou byt zaménény, jak je
Ctenar zvykly, protoze mohou byt ve vztahu fuzzy. Tedy # muze byt
zaménéno < . Dale rovnost nas informuje, ze hodnoty her jsou stejné. Je
mozné mit riizné hry (s rliznymi pozicemi), ale mohou byt rovny podle nasi
definice.

Definice > je opét rekurzivni, protoze zavisi na porovnani hernich moznosti,
tahnout do GL, resp. do HR. Protoze kazda hra skonéi po kone¢né mnoha
tazich, redukujeme pocet otazek na ¢leny levych a pravych casti na

mnoziny prazdné. Proto je relace > dobre definovana.
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Nyni zkontrolujeme opravnénost nasich predchozich oznaéeni, tj. 1,—1,x a
0. Napriklad ukazeme, ze plati 1 > 0 pomoci predchazejicich definic a
oznaceni her 0, 1.

Dokazat 1 > 0, znamena dokazat konjunkci 1 > 0 a 0 % 1. Podle definice
1 > 0 znamena dokazat 0L % 1 a 0 # 1R. Protoze 0L neexistuje, nemiize
ani byt > 1. Podobné 17 neexistuje. Stejnymi argumenty dokazeme i
druhou ¢ast konjunkce. Z téchto dvou pripadii také plyne, ze 1 > 0.

Pouzitim stejnych argument mtizeme dokazat ocekavané vlastnosti
—1<0< 1. Prohruxmame x> —1 %11 0ax*<1.

Ve hfe Dominové dlazdéni mame:

O={}=o0

3= D)} =t01=:

M={l=={0}=-1
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Séitani her

Pro scitani dvou her G = {G'|GR} a H = {H'|HR} muze si hrac vybrat,

ktery z nich bude hrat, a provede v ném tah, ¢imz se
G+H={G"+H,G+HGR+H,G+HFY}.

Hra 0 = {|} je neutralnim prvkem scitani.

Nyni budeme definovat dalsi operace na hrach. Opaénou hrou budeme
definovat jednoduse vyménénim roli levého a pravého hrace. Formalné pro
hru G = {G" | GR} dostaneme opacnou hru:

~6={-6* ‘ -G}

Ve hfe Dominové dlazdéni, vyménime-li roli levého a pravého hrace,

dostaneme pro hru @] hru oto¢enou o 90 stupni hru [[E
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Véta
Pro libovolnou hru G mame G + (—G) = 0. J

Véta je intuitivné zfejma. Protoze co je dovoleno jednomu hraci v jedné hre,
druhy hra¢ mtize odpovédét ve druhé komponentg, tedy ~ 2 a plati = .

| tento ditkaz bude induktivni podle dne narozeni G.

Dokazat G + (—G) = 0 znamena dokazat konjunkci

G+ (—G)<OA G+ (—G) > 0. Zatneme s prvni Casti indukci:

G + (—G) < 0 znamena, ze GL + (—G) 2 0A G + (—G)R % 0. Prvni ¢ast
konjunkee je ekvivalentni Gt + (—G)R, coz je (GL + (—(G!)) <0, coz
plati diky indukci. V ostatnich pripadech se postupuje analogicky. |
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Véta
Pro vsechny hry G = {GL | GR} plati:
@ G %GR
Q@ G-%G
@ G>G
Q G=0G.

Dokazeme vsechna 4 tvrzeni pouzitim indukce zalozené na dnech, kdy byly
hry vytvoreny (kdy se hra narodila). Mizeme dokazat, ze 0 < 0 aplikaci
predchazejicich definic. Nyni budeme predpokladat, ze véta plati pro
vsechny H < H, pro vsechny hry narozené dfive, nez hra G.
@ Protoze GR se narodila dfive nez hra G, dostaneme GR < GR a
z toho plati, ze G % GR.
@ Protoze Gl se narodila dfive nez hra G, dostaneme GL > Gl a tedy
GL#G.
© Plyne jednoduse z 1 a 2.
@ Diisledek 3, protoze G <K GAG > G.
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Priklad partie:

L FA., HH ., HH, S
=HH " EHD

e
ﬁ:tg
@
+
1]
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Tato véta ndm dava moznost porovnavat hry, tedy zjistit, kdy jedna hra je
ekvivalentni s druhou hrou. Pro libovolné dvé hry G, H, je-li pravdivé

G + (—H) =0, potom G = H. Druhou cestou je zahrat i hru G+ (—H) a
ukazat, ze ~» 2 (existuje vyhravajici strategie pro Il. hrace). Potom G = H.

Priklad

G+H [0
G+(-H) B

Poznamenejme, ze hry G a H maji stejnou hodnotu (jsou ty samé).

V kazdé hfe je pouze po jednom tahu pro pravého hrace. Rovnost her je
definovana jako relace, coz znamena moznost, ze dvé rtizné hry budou ve
vztahu =, ale ne ve vztahu = .

Drive nalezené véty mohou byt zobecnény, aplikuji-li se ostatni relace na
dvé libovolné hry G, H. Dikaz je analogicky a my ho zde vynechame. Plati:
(G>H) & (G-H>0)

G<H & G-H<O0
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Intuitivni zapisy her jako &isla ndm napovidaji, jak moc tahti ma za vyhodu
levy hrag. Soustfedime-li se pouze na cela &isla, uvidime to zvlasté
jednoduse. Hra 0 = {|} nema vyhodu pro zadného hrace. Hra 1= {0 |} ma
pro levého jeden tah navic a tato hodnota reprezentuje pocet vitéznych
tah (> 0). Podobné hra {| 0} = —1 je zaporna a tato hodnota vyjadfuje
pocet vitéznych tahd, které ma vyhodu pravy hrac. Také scitani ma
jednoduchou interpretaci, napf. ve hfe 5+ (—2) levy hra¢ ma vyhodu 5
tah(, pravy 2. Protoze se v tazich stfidaji, ma levy vyhodu 3 tahi a celkovy
vysledek je 3.
Samoziejmé hodnoty her mohou byt komplikovanéjsi. Ve hre % ={0]1}
ma levy vyhodu pil tahu. To znamena, Ze ve dvou kopiich hodnota hry by
méla byt 1. K tomu jisté bude stacit presvédéit se, ze % + % —1=0a
ukazat, ze existuje vyhravajici strategie pro Il. hrace. Tuto hodnotu ma

]

treba hra@j:{ }:{71,o|1}:{0\1}:%.
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Nyni, kdyz jiz mame vybudovanou pfedstavu, co jsou &isla, mtizeme
vyzkouset néjaké hry, které nejsou takové. Hledame z tak, aby platilo

GL <1 z <t GR. Uvazujme tieba pozici: EE =
V této pozici existuje vyhravajici strategie pro |. hrace. (Patfi do NV.)

V tomto pFipadé leva moznost je vétsi nez prava moznost. V této pozici
oba hraci chtéji zacinat a jesté jim zbyde jeden tah.

Definice J

Prevracena hra je hra tvaru {x | y}, kde x, y jsou €isla a plati x > y.

Priklad
Hra « = {0| 0} a hra {1 | —1} jsou tohoto tvaru. Hra x je nejjednodussi.
Ve hfe Dominové dlazdéni konfigurace m4 hodnotu :l:%.
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Véta

Pokud x,y a z jsou Cisla a plati x > y, potom
xlybtz={x+z|y+2z}

Diikaz plyne okamzité z véty 27 a definice disjunktniho souétu. |

Véta
Pokud x,y jsou ¢isla, x >y, potom {x |y} = u+{v | —v} =u=£v, kde

_ Xty _ Xy
u=-3*av=-""

Plyne jednoduse z véty 29. 0
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Véta (Simplicity Rule)
Necht G = {G" | GR} je éislo. Necht G- <il x <1 GR, potom G = z, kde

z je nejjednodussi cislo spliiujici nerovnosti G <1 z <1 GR.

O

Toto pravidlo ndm dava jednoduchou cestu nalézt kanonicky tvar hry.
Pravidlo Fika, Ze pokud €&islo patfi mezi levou a pravou stranu, je hra rovna
nejjednodussimu Eislu.

Vaclav Vopravil (Praha) Cisla a hry 9. dubna 2024 56 /76

Véta (Number Avoidance Theorem)

Je dan soucet her. Hra¢ nezahraje do éisla, pokud nemusi (nemize tdhnout
Jinak).

Véta
Necht G = {x | y}, kde x,y jsou ¢isla takova, ze x > y. Potom pro
libovolné z mame:

Q je-liz > x, potomz > G

@ jeliz<y, potomz < G

Q jeliy<z<x=2zI G.
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Hra {1 | —1} ma oznaceni 0+ 1 = +1. V pripadé tfeba hry {2 |0} =1+1.
Prevracenou hru tedy piseme jako Eislo £ hra. Intuitivné oba hraci budou
chtit radéji zahrat ve hie +v. To je také to, co fikala véta 27. Hodnota hry

Dominové dlazdéni @;D = +1, hodnota hry %j =1+1.
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Definice
Hra G se nazyva infinitezimalni pravé tehdy, kdyz plati —z < G < z, pro
libovolné kladné ¢islo z.

Trivialni infinitezimalni &islo je 0, jiné infinitezimalni je star « = {0 | 0}.
Hra je infinitezimalni.

V teorii se nachazi mnoho jinych infinitezimalnich her, jako je tfeba

1= {0 %}, jinou hrou je tfeba | = —1 = {x | 0}. Infinitezimalni mohou
byt < 0, >0, =0 neboi Il 0.

Priklad

Necht hra G je hra Dominové dlazdéni,

G :EEj = {B],O ’ B]} = {,0| *}. V této hre existuje vyhrévajici

strategie pro levého hrace a nezalezi na tom, ktery z hracii zacina. To znamena,
ze plati G > 0. Leva x je slabsim tahem, nez hra 0. Proto {x,0 | x} = {0 | }
Tato hra se nazyva up a piseme G = 1. Opaéna hra je | = {x| 0} se nazyva

down. Tak jako * = {0 | 0}, hry 1 a | jsou nekone¢né malé (infinitezimalni).
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Zajimavé vztahy mezi témito hrami jsou tvrzeni:
Q | <—3 <0< 42 <1, Porovnejte i 42 a +3!
@ = je neporovnatelné (fuzzy) s |, —7,0,+2, 1, ale plati
LHl<x<T+1
© | <*n <1, alexn il —3ax*n | 4, pro viechna n > 2.
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Hra Padajici Domina, kterou zaved| Richard Nowakowski (2015), se hraje s
biLymi a €éeRnymi kostkami domina jak ukazuje obrazek.

(RETEREERE

Obrazek: Typicka pozice hry Padajici Domina

Hrac na tahu vybere kostku domina své barvy a podle svého uvazeni shodi
kostky vlevo nebo vpravo. S padlymi kostkami se jiz nehraje. Hraje se v
normalni varianté, tj. posledni hra vyhraje. NapF. z pozice

(it

pRavy hrac (odebira €eRné a shazuje jednim dovolenym smérem) tahne do

pozice:
H]Im nebo  nebo H] nebo Im
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Priklad
Nyni vypoéteme hodnotu hry G = EEEB Po prvnim tahu se hra

rozpadne na {EEB,B EB ‘ IEB,B:EB} Druha hra vlevo je lepsi

pro levého hrace a ma hodnotu {2 | 0}. Zprava je situace komplikovanéjsi,
nejdfive spocteme druhou hru. Ta méa hodnotu nula, protoze zacinajici hraé
prohraje. Prvni prava hra ma hodnotu {0,—3 | —2,,£1} = {0| —2}. Pro
hru G dostaneme G = {{2| 0} | {0 | —2},0} = {{2| 0} | 0}. Tuto hru
nazyvame miny a piseme —, = {{2| 0} | 0.} Opacna hra se nazyva tyny a
plati 42 = {0 | {0 | —2}}.
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HH=+1=(11-1}
-+ - et — 0+ ] -1}
FO--2 THy=¢1-u  Jh=01-1

=—li={_1] -1} [TTT1=-2
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Padajici Domina

je hra s fadami domina v ¢eRné, biLé nebo Sedé barvé. V kazdém tahu si
aktualni hra¢ vybere bud $edé domino, nebo domino své barvy a smér bud
doleva, nebo doprava. (Kazdy z hraca si maze vybrat libovolny smér.) Ve

‘ MITEIIEIEY

provede L prvni tah a shodi ¢tvrté domino doprava. R provede druhy tah
srazi druhou kostku domina doleva. Tah zpiisobi fetézovou reakci, ktera
prevrati viechna domina bezprostfedné vlevo nebo vpravo. Domino, které
bylo svrzeno, se na dal3i hfe nepodili. Existuje nékolik variant hry Padajici
Domina. Pokud musi byt vsechna domina srazena stejnym smérem, pak se
jedna o hru Hackenstring. Jako obvykle hrag, kterému dojdou legalni tahy,
hru prohrava.
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Hra Padajici Domina je typicka partyzanska kombinatoricka hra. Je
jednoduché zjistit, ze Fada stejnych kostek domina ma celociselnou

hodnotu, napF. H] H] m H] H] =5,

tj. Levy hra€ ma vyhodu 5. Komplikovanéjsi Cisla vznikaji na
riiznobarevnych fadach, napf.

M- 4010} =01 -5

Vynechavame moznosti, které se opakuji diky levopravé symetrii a pouzili
jsme, Ze  je reverzibilni nebo spoététe {0, | 1} — 1. Stejnym postupem
ziskame i hodnoty postaveni:

0= 5= D000 = 5= 0a00ag -3
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Priklad partie hry:

2n+1

Tedy vsechna dyadicka racionalni &isla jsou néjaké pozice ve hre Padajici
Domina.

Viclav Vopravil (Praha) Cisla a hry 9.dubna 2024 69/76

Dalsi racionalni herni hodnoty

Jak jsme vidéli, jediné racionalni hodnoty, kterych muaze kratka hra
dosahnout, jsou dyadické racionalni hodnoty, tj. hodnoty 4%, pro néjaka cela
¢isla p a n. Pro kratké osvézeni si viimnéte, ze pozice Padajiciho Domina

H] I H] serovnd {0 |1} = %, protoze Levy se miize tdhnout na 0 a pRavy se

m(ize tahnout na 1. Dale uvazujme pozici H] l H] ' m Zde je stale nejlepsim

tahem Levého tah na 0 a nyni je nejlepsim tahem pRavého tah na m I H}

Proto ma tato pozice hodnotu {0 | 3} = 1. Pokragujeme-li timto

zplsobem dale, zda se, ze m l m l m kopie stridavych dvojic a koncovky
—_—

2n
bilym dominem m& hodnotu % Dokazme to pomoci matematické indukce.
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Kazdé dyadické racionalni €islo x (tj. takové, ze jmenovatel je mocnina
dvojky) miize byt vyjadreno jako pozice ve hie Padajici Domina a to
jednoduchou procedurou. Piseme

~m
o
ve zkraceném (v zakladnim) tvaru (tj. m je liché) a oznacime
m—1 m+1
Y=g az=
Potom x = {x | y} je v kanonickém tvaru.
Napriklad je-li x = 3/8, potom y = x — % = % az=x+ % = %

Rekurzivné mtizeme sestrojit i posloupnost kostek

I THTE RS TR

a doplnime tuto posloupnost o H} I uprostfed takto:

CALAGAREd - gaedonaogan

Vyraz na pravé strané ma hodnotu %.
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Pokud je v fadé n domin pro Levého a zadné pro pRavého hrace, pak je
zfejmé, ze hodnota fady je presné n, protoze Levy miize zacit svrhavat z
nejlevéjsiho domina jedno po druhém (nalevo), coz mu dava n volnych
taha.

Dalsi zajimavy priklad je nasledujici: Provedme analyzu této pozice:

IR

n
Levy zaéina: jeho nejlepsim tahem je svrhnout viechna domina pRavého
jedinym tahem, pficemz mu zidistane n — 1 vlastnich domin. To dava n — 1.
Prava strana zacina: stejné tak je jejim nejlepsim tahem vyvratit viechna
leva domina jedinym tahem, ¢imz si ponecha m — 1 vlastnich domin. To
dava —(m — 1). Vysledna hra je tedy {n — 1| —(m — 1)}. Konkrétné pfi
m=n=1jeto {0]0} =
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Véta
m ’ m ’ H] ma hodnotu 2% pro vsechny hodnoty n > 0.
—————
2n

Postupujeme indukci podle n. Prvni pripad: fI. Pro nas zakladni pripad
jsme zvolili nejmensi moznou hodnotu. To je jednoduse pozice, kterda ma
hodnotu 1 = 7. Zakladni pfipad je tedy pravdivy.

Indukéni predpoklad: Predpoklad P(n) je pravdivy. Uvazujme pozici

-0

2(n+1)

(RERLE

2n
Vidime, ze nejlepsim tahem L je vyklidit hraci desku a presunout se na 0,
zatimco R se miize v nejlepsim pfipadé pfesunout na pozici

441
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2n

To je stejné jako



Z naseho indukéniho predpokladu vime, Ze tato pozice ma hodnotu 217 Ve
skutecnosti vime, ze je to nejlepsi tah pro R, protoze podle naseho
indukéniho predpokladu jsou viechny ostatni moznosti vétsi. Proto,

-0

2(n+1)

ma hodnotu {0 ‘ 2—1"} = zn% Tvrzeni je tedy pravdivé.

Pro kazdou kladnou celoéiselnou mocninu %jsme nasli pozici Padajiciho

Domina.
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Nékolik spoctenych hodnot:
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Pojdme dale: pouzijeme tuto konstrukci k nalezeni nasi prvni hry s
racionalni hodnotou, ktera neni dyadicka. Vime, ze mizeme pridavat
hodnoty pozic Padajiciho Domina tak, ze je jednoduse sefadime za sebe s
mezerou mezi nimi. (Vyuzivame soucet her a lze si predstavit, ze hra se
hraje v nékolika fadach.) Napriklad,

(W
I dad g

mé hodnotu 1+ 1 + 1. Jisté si vzpominate na vypocet, ze 32 ar
konverguje k hodnoté - kdykoli, kdyz |r| < 1. Co kdyz tedy budeme
uvazovat nekonecné dlouhy pas slozeny ze stale mensich a mensich
ohodnocenych pozic?

(LT N VG R Y

3
5Q

mé hodnotu 1 + % =

k

8 12
. 1,1, 1 Csoo 1 o 1 _ 4 s oo
ma hodnotu 1+ z + 15 + g5+ = Zpgz = I 3 coz neni
dvadické
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hs@wopravil.cz

http://www.wopravil.cz/hs

Je jesté nekonecné mnoho tvrzeni, kterd jsou tfeba ovérit, ale mame jen
konecné mnoho ¢asu. .. (D. Knuth)
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